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Conjectura de Bengus-Lasnier (2021)
Existeix una aplicacié bijectiva D — V, D espai de “diskoids”
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V=V UV, U Vg,
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K algebraicament tancat

I grup divisible: Vyel, VneN, Jlael tq na=v
Quasi-talls de I

Qeuts(r) = {a = (,0%) | o-<o®, stusR =t}

Tenim dues opcions:

e dtnsR=9 § talldel: &€ Cuts(I) C Qcuts(I)
o tnoR={y} 6t =T<,, 6R=T>, quasi-tall principal

Qcuts(l') = I U Cuts(IN)

Identifiquem els elements de [ amb els quasi-talls principals que
determinen
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Completitud de Qcuts(I")

Qcuts(l') és un conjunt totalment ordenat, amb |'ordre:

0<e <= 6L§6L, R D €R
Qcuts(I') és complet per a la topologia de I'ordre. Es a dir, tot
subconjunt no buit té un infim i un suprem

—o00 = min (Qeuts(M) = (0,T), oo~ = max(Qeuts(I)) = (I, 0)

Tot v €l determina dos talls principals v~, v que fan de

predecessor immediat i successor immediat de ~:

Y=<y T>y) < v=(<y,T>y) < vt = (MT<y,T>4)



Exemple: [ =R?2

lex
o (c,%)"
9 (av b)+
é (a,b)
® (a,b)”
T e c a ® oo

®(c,%)”
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Per a tot § € I definim T(5) =T

Per a tot 0 € Cuts(I") definim (6) = xsZ@® T, on x5 és una
indeterminada. En aquest cas, hi ha un dnic ordre (total) a I'(¢),
determinat per la condicié

ot < x5 < oF

En efecte, si (per exemple) m > n, tenim:

a+nxs<fB+mxs <= a—p<(m—n)x;

o — o —
— 'B§X5 <= 76651'
m-—n m-—n
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Valoracions amb centre a K i un quasi-tall per radi

(a,0) € K x Qecuts(l)  ~ w:=w(a,d) eV

Conveni: Sid €T, denotem x5 =9

w (Z an(X — a)”) — mnin {v(an) + nxs}

Clarament, ', = I'(§). D’altra banda,
e 0 Cuts(l) = w tévalor transcendent
e 0cl = w téresidu transcendent:

(ue K, v(u)=96 = (X — a)/u té residu transcendent sobre k)

Teorema
Tota valoracié transcendent de V és d'aquesta forma
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Geometritzacié? Boles amb un quasi-tall per radi

(a,9) € K x Qcuts(l')  ~~

B(a,0) ={ce K|v(c—a)>xs} CK

eyel = B(a,y)={ceK|v(c—a)>~}
e B(a,—o0) =K

e B(a,0™) ={a}

° B(a,y7)=B(ay) (1)

e B(a,yt)=B°a,y)={ce K|v(c—a)>n~}

Proposicié

w(a,d) =w(b,e) <= B(a,d) =B(bye), d=¢
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Br = {8(377)‘36K77€r}
Bt = {B(a,d)]|ac K, 6 € Cuts(lN)}
Boewt = {B*(a,9) =(B(a,0),0) | a€ K, § € Qcuts(IN)}

Sén conjunts totalment ordenats:
B(a,d) < B(b,e) <= B(a,d) 2 B(b,¢)
B*(a,d0) < B*(b,e) <= B(a,d) < B(b,e), d<e

Teorema

Isomorfisme de posets: Bgcyt — Vi UV, B*(a,d) — w(a,o)
que restringeix a isomorfismes Br ~ V,; (APZ1988), Bcyt ~ Vit
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Valoracions algebraiques

No conjunt de nius de boles amb interseccié buida:
(Bi)ier» Bi€Br, Bi2Bj si i<j, UygBi=0
on | és un conjunt totalment ordenat

Exemple K =Q, v extensié de ord,. Considerem un nombre
p-adic transcendent sobre Q:

S omaptn €Qp, 0< My <p, an=23 4., mkp*

Aleshores, el niu de boles (B(an,/n)),cy té interseccié buida

By := No/~ on: (B,-),-E, ~ (Cf)jeJ <= mutuament cofinals

Teorema
Bijeccié: Boo — Voo, (Bi)

ics = limje;wp,  (APZ 1990)
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Geometritzacié global

Considerem un ordre global a = B := B, U Bgcut
Els elements de B, sén necessariament maximals
B*=(B,6) < B=(Bj)ic; = B<B; peraalgunic|

Teorema

B — V  isomorfisme de posets

Node arrel w_ = w(a, —00) = w(b, —oc0)
Fulles finites w(a,007), ae K

Fulles infinites B,

[W_oo,w(a,007)] = {w(a,d) |6 € Qeuts(l)}
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El cas general: descens galoisia

Fixem una extensié6 v de v a K. Considerem la henselitzacié
K C K" c K*P C K, cos fix del grup de descomposicié:

G ={o € Gal(K*P/K) | Voo =V}
G opera sobre les boles i sobre les valoracions:
o(B(a,d)) = B(o(a),d), w(a,8) oo = w(oc"1(a),d)
Denotem per B¢ I'orbita de B sota I'accié de G. Clarament:

(WB)kr(x) = (WSiknxy = Be=Ce

Teorema

Bg = (WB)knxy @Bk
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La valoracid trivial

r={0} = Qecuts(lN ={-00=07,0,0"=0c0"}
Si K = K, I'espai V és:

e ordx_, (a € K)
[ ] [ ] [ ]

ordyx-1 = W_no trivial
°

En general, com que G = Gal(K*?/K), tenim K = K"

Quan apliquem descens Galoisia reobtenim el resultat d'Ostrowski
que trobem als llibres de text



