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Espais de valoracions

Fixem una valoració v sobre un cos K

V =
{
µ valoració sobre K (X ), µ|K ∼ v

}/
∼

Ordre parcial µ ≤ ν ⇐⇒ µ(f ) ≤ ν(f ), ∀f ∈ K [X ]

Mac Lane, Spivakovsky, Vaquié, Berkovich, ...

Alberich-Guàrdia-Nart-Roé
Valuative trees over valued fields, J. Algebra 2023

Conjectura de Benguş-Lasnier (2021)
Existeix una aplicació bijectiva D −→ V, D espai de “diskoids”
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Desigualtat d’Abhyankar

Siguin Γ = v(K ∗), k el cos residual. Per a tota µ ∈ V:

dimQ(Γµ/Γ) + trdeg(kµ/k) ≤ 1

Això permet distingir tres classes de valoracions:

dimQ(Γµ/Γ) = 0, trdeg(kµ/k) = 0 algebraiques

dimQ(Γµ/Γ) = 0, trdeg(kµ/k) = 1 residu transcendent

dimQ(Γµ/Γ) = 1, trdeg(kµ/k) = 0 valor transcendent

V = V∞ t Vrt t Vvt
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K algebraicament tancat

Γ grup divisible : ∀γ ∈ Γ, ∀n ∈ N, ∃!α ∈ Γ tq nα = γ

Quasi-talls de Γ

Qcuts(Γ) =
{
δ =

(
δL, δR

) ∣∣∣ δL ≤ δR , δL ∪ δR = Γ
}

Tenim dues opcions:

• δL ∩ δR = ∅ δ tall de Γ: δ ∈ Cuts(Γ) ⊂ Qcuts(Γ)

• δL ∩ δR = {γ} δL = Γ≤γ , δR = Γ≥γ quasi-tall principal

Qcuts(Γ) = Γ t Cuts(Γ)

Identifiquem els elements de Γ amb els quasi-talls principals que
determinen
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Completitud de Qcuts(Γ)

Qcuts(Γ) és un conjunt totalment ordenat, amb l’ordre:

δ ≤ ε ⇐⇒ δL ⊆ εL, δR ⊇ εR

Qcuts(Γ) és complet per a la topologia de l’ordre. És a dir, tot
subconjunt no buit té un ı́nfim i un suprem

−∞ = min (Qcuts(Γ)) = (∅, Γ) , ∞− = max (Qcuts(Γ)) = (Γ, ∅)

Tot γ ∈ Γ determina dos talls principals γ−, γ+ que fan de
predecessor immediat i successor immediat de γ:

γ− = (Γ<γ , Γ≥γ) < γ = (Γ≤γ , Γ≥γ) < γ+ = (Γ≤γ , Γ>γ)
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Exemple: Γ = R2
lex
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Grup associat a un quasi-tall

Per a tot δ ∈ Γ definim Γ(δ) = Γ

Per a tot δ ∈ Cuts(Γ) definim Γ(δ) = xδZ⊕ Γ, on xδ és una
indeterminada. En aquest cas, hi ha un únic ordre (total) a Γ(δ),
determinat per la condició

δL < xδ < δR

En efecte, si (per exemple) m > n, tenim:

α + n xδ ≤ β + mxδ ⇐⇒ α− β ≤ (m − n) xδ

⇐⇒ α− β
m − n

≤ xδ ⇐⇒ α− β
m − n

∈ δL
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Valoracions amb centre a K i un quasi-tall per radi

(a, δ) ∈ K × Qcuts(Γ)  ω := ω(a, δ) ∈ V

Conveni: Si δ ∈ Γ, denotem xδ = δ

ω

(∑
n

an(X − a)n

)
= min

n
{v(an) + n xδ}

Clarament, Γω = Γ(δ). D’altra banda,

• δ ∈ Cuts(Γ) =⇒ ω té valor transcendent

• δ ∈ Γ =⇒ ω té residu transcendent:
(u ∈ K , v(u) = δ =⇒ (X − a)/u té residu transcendent sobre k)

Teorema

Tota valoració transcendent de V és d’aquesta forma
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Geometrització ? Boles amb un quasi-tall per radi

(a, δ) ∈ K × Qcuts(Γ)  

B(a, δ) = {c ∈ K | v(c − a) ≥ xδ} ⊂ K

γ ∈ Γ =⇒ B(a, γ) = {c ∈ K | v(c − a) ≥ γ}
B(a,−∞) = K

B(a,∞−) = {a}
B(a, γ−) = B(a, γ) (!!)

B(a, γ+) = Bo(a, γ) = {c ∈ K | v(c − a) > γ}

Proposició

ω(a, δ) = ω(b, ε) ⇐⇒ B(a, δ) = B(b, ε), δ = ε
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Espais de boles ultramètriques

BΓ = {B(a, γ) | a ∈ K , γ ∈ Γ}
Bcut = {B(a, δ) | a ∈ K , δ ∈ Cuts(Γ)}
Bqcut = {B•(a, δ) = (B(a, δ), δ) | a ∈ K , δ ∈ Qcuts(Γ)}

Són conjunts totalment ordenats:

B(a, δ) ≤ B(b, ε) ⇐⇒ B(a, δ) ⊇ B(b, ε)

B•(a, δ) ≤ B•(b, ε) ⇐⇒ B(a, δ) ≤ B(b, ε), δ ≤ ε

Teorema

Isomorfisme de posets: Bqcut −→ Vrt tVvt, B•(a, δ) 7−→ ω(a, δ)
que restringeix a isomorfismes BΓ ' Vrt (APZ1988), Bcut ' Vvt
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Valoracions algebraiques

N∞ conjunt de nius de boles amb intersecció buida:

(Bi )i∈I , Bi ∈ BΓ, Bi ) Bj si i < j ,
⋃

i∈I Bi = ∅

on I és un conjunt totalment ordenat

Exemple K = Q, v extensió de ordp. Considerem un nombre
p-àdic transcendent sobre Q:∑∞

n=0 mnp
`n ∈ Qp, 0 < mn < p, an =

∑
k<n mkp

`k

Aleshores, el niu de boles (B(an, `n))n∈N té intersecció buida

B∞ := N∞/∼ on: (Bi )i∈I ∼ (Cj)j∈J ⇐⇒ mutuament cofinals

Teorema

Bijecció: B∞ −→ V∞, (Bi )i∈I 7−→ limi∈I ωBi
(APZ 1990)
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Bijecció: B∞ −→ V∞, (Bi )i∈I 7−→ limi∈I ωBi
(APZ 1990)



Valoracions algebraiques

N∞ conjunt de nius de boles amb intersecció buida:
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Geometrització global

Considerem un ordre global a B := B∞ t Bqcut

Els elements de B∞ són necessariament maximals

B• = (B, δ) ≤ B = (Bi )i∈I ⇐⇒ B ≤ Bi per a algun i ∈ I

Teorema

B −→ V isomorfisme de posets

Node arrel ω−∞ := ω(a,−∞) = ω(b,−∞)

Fulles finites ω(a,∞−), a ∈ K

Fulles infinites B∞[
ω−∞, ω(a,∞−)

]
= {ω(a, δ) | δ ∈ Qcuts(Γ)}
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El cas general: descens galoisià

Fixem una extensió v de v a K . Considerem la henselització
K ⊂ Kh ⊂ K sep ⊂ K , cos fix del grup de descomposició:

G = {σ ∈ Gal(K sep/K ) | v ◦ σ = v}

G opera sobre les boles i sobre les valoracions:

σ (B(a, δ)) = B(σ(a), δ), ω(a, δ) ◦ σ = ω(σ−1(a), δ)

Denotem per BG l’òrbita de B sota l’acció de G . Clarament:

(ωB)|Kh(X ) = (ωC )|Kh(X ) ⇐⇒ BG = CG

Teorema

D = B/G −→∼ V(Kh) −→∼ V(K )
BG 7→ (ωB)|Kh(X ) 7→ (ωB)|K(X )
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La valoració trivial

Γ = {0} =⇒ Qcuts(Γ) = {−∞ = 0−, 0, 0+ =∞−}

Si K = K , l’espai V és:

• •
ordX−1 = ω−∞ trivial

...

•

•

•
...

ordX−a (a ∈ K )

En general, com que G = Gal(K sep/K ), tenim K = Kh

Quan apliquem descens Galoisià reobtenim el resultat d’Ostrowski
que trobem als llibres de text
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