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Conjetura de Catalan

Conjetura (Catalan, 1844)

La tnica solucién a la ecuacién diofantica

yn _sm_1
en enteros y,z,n,m con y,z > 0y n,m > 1 viene dada por la tupla

(y,z,n,m) = (3,2,2,3).
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Conjetura de Catalan

Conjetura (Catalan, 1844)

La tnica solucién a la ecuacién diofantica

yn_zm:1

en enteros y,z,n,m con y,z > 0y n,m > 1 viene dada por la tupla

(y,z,n,m) = (3,2,2,3).

Problema abierto durante muchos afios, y finalmente demostrado por
Mihailescu en 2002
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Una generalizacién natural del problema

Pregunta:

i Podemos resolver la ecuacién diofdntica

para un valor D > 0 arbitrario?
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Una generalizacién natural del problema

Pregunta:

i Podemos resolver la ecuacién diofdntica

n m

y"—-z"=D

para un valor D > 0 arbitrario?
Respuesta:

iiNi siquiera sabemos si tiene un nimero finito de soluciones!!
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Lo que si podemos resolver

Pregunta:

i Podemos resolver la ecuacién diofdntica
n fo' 2
y —q = C1X )

donde g es un primo fijo y C; es un entero libre de cuadrados fijo?
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Lo que si podemos resolver

Pregunta:

i Podemos resolver la ecuacién diofdntica
n fo' 2
y —q = C1X )

donde g es un primo fijo y C; es un entero libre de cuadrados fijo?

Respuesta:
iSil
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Lo que si podemos resolver

Pregunta:
i Podemos resolver la ecuacién diofdntica
n o 2
y —q = C1X )
donde g es un primo fijo y C; es un entero libre de cuadrados fijo?

Respuesta:
iSil La ecuacién
C1X2 + qa — yn
es una variacion de la ecuacion generalizada de Lebesgue—Nagell, que

ha sido ampliamente estudiada (recientemente por Bennett y Siksek en
2022).
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Estrategia

Nuestra ecuacion

C1X2 + qa :yn
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Estrategia

Nuestra ecuacion

C1X2 + qa :yn

Durante el resto de la charla, asumiremos que y es par.
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Estrategia

Nuestra ecuacion

C1X2 + qa :yn

Durante el resto de la charla, asumiremos que y es par.
@ Acotar n, de forma que n < No(Cy, q).
@ Resolver la ecuaciéon para cada valor restante de n.
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Estrategia: acotar n

Nuestra ecuacién

Cix®+q% = y"

@ Acotar n, de forma que n < Nyo(Ci, q). Dos técnicas:
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Estrategia: acotar n

Nuestra ecuacién

Cix®+q% = y"

@ Acotar n, de forma que n < Nyo(Ci, q). Dos técnicas:

o Formas lineales en logaritmos (g—&dicos y complejos): siempre
funcionan, pero la cota obtenida es mala.
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Estrategia: acotar n

Nuestra ecuacién

Cix®+q% = y"

@ Acotar n, de forma que n < Nyo(Ci, q). Dos técnicas:

o Formas lineales en logaritmos (g—&dicos y complejos): siempre
funcionan, pero la cota obtenida es mala.

e Método modular: no siempre funciona pero la cota es excelente.
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Estrategia: resolver para n fijo

Nuestra ecuacion

C]_X2 + qa :yn

© Resolver la ecuacién para cada valor restante de n. De nuevo, dos
técnicas:
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Estrategia: resolver para n fijo

Nuestra ecuacion

G +q%=y"

© Resolver la ecuacién para cada valor restante de n. De nuevo, dos
técnicas:

o Ecuaciones de Thue—Mabhler (estudiadas recientemente por

Gherga—Siksek, 2022): muy ltiles en teorfa, impracticable para
exponentes grandes (n > 11).
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Estrategia: resolver para n fijo

Nuestra ecuacion

G +q%=y"

© Resolver la ecuacién para cada valor restante de n. De nuevo, dos
técnicas:

o Ecuaciones de Thue—Mabhler (estudiadas recientemente por
Gherga—Siksek, 2022): muy ltiles en teorfa, impracticable para
exponentes grandes (n > 11).

o Método modular: puede aplicarse a todos los exponentes n > 5, pero
siempre falla si la ecuacidn tiene soluciones.
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El método modular en pocas palabras

C1X2 + q(v, _ yn
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El método modular en pocas palabras

C1X2 + q(\z _ yn

Siguiendo las recetas de Bennett y Skinner (2004), definimos F mediante
la siguiente ecuacién:

Cix — 1X2 n Cy"

F:-Y2+ XY =X3
+ T 64

X.

Esta ecuaciéon define una curva eliptica, que llamaremos la curva de
Frey.
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Continuacién del método modular

X.

Gx-—1 Cy"
1 X2 4 1y
4 64
Esta ecuacién define una curva eliptica, que llamaremos la curva de
Frey.

F:Y?2 4 XY =X+
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Continuacién del método modular

Gx—1 Cy"
1 X2 4 1y
4 64

Esta ecuacién define una curva eliptica, que llamaremos la curva de

F:Y?>+XYy=XxX3+ X.
Frey.

Por el teorema de la modularidad (Wiles, Conrad, Diamond, Taylor, Breuil,
2001), junto con el teorema de bajada de nivel de Ribet (1986), puede

demostrarse que

para cierta 1 € SJ"([o(N)).
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Continuacién del método modular

Gx—1 Cy"
1 X2 4 1y
4 64
Esta ecuacién define una curva eliptica, que llamaremos la curva de
Frey.

F:Y?>+XYy=XxX3+ X.

Por el teorema de la modularidad (Wiles, Conrad, Diamond, Taylor, Breuil,
2001), junto con el teorema de bajada de nivel de Ribet (1986), puede
demostrarse que

para cierta 1 € SJ"([o(N)).

Objetivo: Demostrar que, para todas las formas 7, existe un primo £ para
el que

ﬁn(F)(FrObf) £ ﬁn( )(FI’Obg).
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Un lema fundamental

Sea ¢ = 2kn+ 1 un primo (+ condiciones técnicas). Entonces, se tiene
que p,(F)(Froby) depende tnicamente de:

@ La clase de g (mod /).
@ La clase de o« (mod 2n), que denotaremos por

o Ciertow € {0,1,...,¢ — 1} que satisface la siguiente ecuacion de
congruencia:
(Ci?+¢)* =1 (mod ).

Pedro-José Cazorla Garcia (UP Comillas) Diferencias de potencias de primos 26 de octubre de 2024 10/13



Un lema fundamental

Sea ¢ = 2kn+ 1 un primo (+ condiciones técnicas). Entonces, se tiene
que p,(F)(Froby) depende tnicamente de:

@ La clase de g (mod /).

@ La clase de o« (mod 2n), que denotaremos por

o Ciertow € {0,1,...,¢ — 1} que satisface la siguiente ecuacion de
congruencia:

(Ci?+¢)* =1 (mod ).

Empleando este lema, calcular todas las posibilidades de p,(F)(Frob,) es
un calculo finito, con lo que podemos encontrar un £ que demuestre que

ﬁn(F)(FrObf) a pn( )(FrObf)'
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Conclusiones

Con todas las herramientas mencionadas, podemos demostrar que

Teorema (C-G, 2023)

Podemos encontrar todas las soluciones

C1X2 + qa — yn’

donde 1 < (3 < 20 es un entero libre de cuadrados fijoy 2 < g < 25 es un
primo fijo.
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Conclusiones

Con todas las herramientas mencionadas, podemos demostrar que

Teorema (C-G, 2023)

Podemos encontrar todas las soluciones

C]_X2 + qa :yn7

donde 1 < (3 < 20 es un entero libre de cuadrados fijoy 2 < g < 25 es un
primo fijo.

Los rangos son “maximos”’ porque:
21792 + 11t =217

32092 + 291 = 217,
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Conjetura de Catalan

¢Sabias que las Gnicas potencias
perfectas consecutivas son 8 y 97

P iQué guay! :
' 2"

\di "

=
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iAlguna pregunta?

éSabias que 10625 es la unica
diferencia posible entre una

potencia perfecta y una potencia de
23 con parte libre de cuadrados 177?

mL]E

=
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